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GIS中缓和曲线的不确定性模型
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摘　要：　该文推导了缓和曲线上任意点坐标的方差的加权平均值�来建立描述曲线元不确定性的模型。给
出了以缓和曲线法线方向的中误差表示误差带宽的εσ模型�以及以最大方向误差表示带宽的εm 模型的计算

方法。通过实例说明了εm 模型是理论上更加严密的缓和曲线误差模型�而εσ模型是一种简化的描述模型。
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　　在利用 GIS 为道路交通规划、设施管理为目的
的应用中（Geographical Information System for Trans-
portation�简称 GIS-T）�往往需要建立某一地区准确
的道路基础地图数据库�在其上标示精确位置的桥
梁、涵洞、挡土墙以及交通标志标牌等�并与各种属
性数据集连接�形成交通基础设施管理系统�用于交
通事故管理、辅助规划管理工作。其中�基础空间数
据库中数据的精度与质量无疑是影响应用 GIS 进行
分析和决策的一大因素�特别是在高速公路管理、道
路设计以及交通事故管理等方面更为突出。关于
GIS空间数据的精度与不确定性问题�也是 GIS 研
究中极为重要的基础理论课题［1—4］。

道路交通空间数据是以线性要素为特征（如直
线、圆曲线和缓和曲线等）�对其质量与精度的研究
有利于 GIS-T 用于道路交通规划与管理的决策的有
效性和可靠性。美国交通研究委员会（Transportation
Research Board�简称 TRB）成立的 GIS-T 研究工作组
（GIS-T Task Force）�1997年开始“交通运输线性空
间数据质量标准与不确定性研究”等项研究。全美
公路合作研究计划（National Cooperative Highway Re-
search Program�简称NCHRP）1998年立项题为“交通
运输空间数据的精度与质量（Quality and Accuracy of
Positional Data in Transportation）”�重点研究以线性参
照为特征的交通数据的数据质量和精度标准。

　　缓和曲线是交通地理信息系统中的基本空间要

素。作为道路、铁路平面线形的主要组成部分�一般
是与直线、圆曲线等共同构成一段组合曲线类型。
文献［5］采用最小二乘平差建立了规则线状要素（如
道路直线段、圆曲线和缓和曲线）数字化数据处理模
型�并得到了衡量曲线数字化质量的精度指标�这为
研究其不确定性传播打下了基础。我们以直线不确
定性模型的进一步分析为基础1）�初步探讨并简要
地叙述了建立曲线元不确定性模型的方法。

若已知缓和曲线上两点1�2（图1）�且有观测距
离 S1i和 S2i�则可以分别由点1和 S1i�或者由点2
和 S2i确定 i点在缓和曲线上的位置�并可对它们取
加权平均值�通过加权平均值的方差来描述缓和曲
线的不确定性。

图1　直线、缓和曲线和圆曲线的组合
Fig．1　The combination of line�transition and circular curve
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1　缓和曲线上任意点坐标的微分关系式
如图1�在缓和曲线局部坐标系（以缓和曲线起

点B为局部坐标原点�以该点的切线方向 BX′为横
轴�以其法线方向 BY′为纵轴�建立右手系坐标）
X′BY′中�有如下缓和曲线微分方程：

〜x i ＝ li —
l5i

40R2l20
＋ l9i

3456R4l40
—…

〜y i ＝
l3i6Rl0— l7i

336R3l30
＋ l11

i
42240R5l50

—…
（1）

式中〜x i�〜y i 表示缓和曲线上任意一点在 X′BY′中坐
标�li 是从缓和曲线起点 B到 i 点的曲线长度�l0为
缓和曲线总长�R 为缓和曲线终点 C 处圆曲线半
径。

下面在 X′BY′坐标系中来讨论。
对（1）式微分得

d〜x i ＝ a0id l0＋ aridR＋ alid li
d〜y i ＝ b0id l0＋ bridR＋ blid li

（2）

式中

a0i ＝
l5i

20R2l30
— l9i

864R4l50

ari ＝
l5i

20R3l20
— l9i

864R5l40

ali ＝1— l4i
8R2l20

＋ l8i
384R4l40

b0i ＝— l3i
6Rl20

＋ l7i
112R3l40

— l11
i

8448R5l60

bri ＝— l3i
6R2l0

＋ l7i
112R4l30

— l11
i

8448R6l50

bli ＝
l2i2Rl0— l6i

48R3l30
＋ l10

i
3840R5l50

（3）

从（2）式中消去 d li�可得
blid〜x i — alid〜y i —（a0ibli — alib0i）d l0—
（aribli — alibri）dR ＝0 （4）

对于点1、2�有
bl1d〜x1— al1d〜y1—（a01bl1— al1b01）d l0—
（ar1bl1— al1br1）dR ＝0
bl2d〜x2— al2d〜y2—（a02bl2— al2b02）d l0—
（ar2bl2— al2br2）dR ＝0

（5）

可解得

d l0
dR

＝
al1b01— a01bl1 al1br1— ar1bl1
al2b02— a02bl1 al2br2— ar2bl2

—1

·
bl1 — al1 0 0
0 0 bl2 — al2

d〜X （6）

其中 a、b 系数由（3）式定义（取 i＝1�2）�且
d〜X ＝ ［ d〜x1　d〜y1　d〜x2　d〜y2］ T

而对于 S1i有

（〜x i —〜x1）2＋（〜y i —〜y1）2＝ S21i

微分得

Δ〜x1i（d〜x i —d〜x1）＋Δ〜y1i（d〜y i —d〜y1）— S1idS1i ＝0
（7）

将（6）式代入（4）式�并与（7）式联合可得

d〜x′i

d〜y′i
＝

Ax Axs 0
Ay Ays 0

d〜X
dS1i

dS2i

＝ Adζ （8）

　　为下面的推导方便在式（8）中将 d〜x i、d〜y i 记为

d〜x′i、d〜y′i。其中

A ＝
Ax Axs 0
Ay Ays 0 ＝

Δ〜x1i Δ〜y1i

bli — ali

—1 αi1 — S1i 0
αi2 0 0

αi1＝［Δ〜x1i　Δ〜y1i　0　0］
ai2＝［ a0ibli — alib0i　 aribli — alibri ］ ·

al1b01— a01bl1 al1br1— ar1bl1
al2b02— a02bl1 al2br2— ar2bl2

—1
·

bl1 — al1 0 0
0 0 bl2 — al2

dζ＝ ［d〜x1　d〜y1　d〜x2　d〜y2　d s1i　d s2i ］T

　　（8）式是由点1和 S1i在 X′BY′坐标系中得到的
关系式。类似地�由点2和 S2i可得到

d〜x″i

d〜y″i
＝

Bx 0 Bxs

By 0 Bys

d〜X
d〜S1i

d〜S2i

＝ Bdζ （9）

其中

B ＝
Bx 0 Bxs

By 0 Bys
＝

Δ〜x2i Δ〜y2i

bli — ali

—1
·

βi1 0 — S2i

βi2 0 0
βi1＝［Δ〜x2i　Δ〜y2i　0　0］
βi2＝［ a0ibli — alib0i　 aribli — alibri ］ ·

al1b01— a01bl1 al1br1— ar1bl1
al2b02— a02bl1 al2br2— ar2bl2

—1
·

bl1 — al1 0 0
0 0 bl2 — al2

　　上面是在 X′BY′坐标系中讨论的曲线上任意点
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坐标的微分式�也可以转换到大地坐标系 XOY 中进
行讨论。考虑在 XOY 坐标系中�不妨设 B（直缓
点）、C（缓圆点）为1、2号点�并将对应的距离 S1i和

S2i用弧长 l1i、l2i代替�且有 l1i＋ l2i＝ l0．
将局部坐标系 X′BY′中的坐标转换到坐标系

XOY�有

x′i

y′i
＝

x1
y1

＋
cosα cos α＋ c·π2
sinα sin α＋ c·π2

·
〜x′i

〜y′i

（10）
式中α是直缓点 B处切线的方位角�也就是直线段
的方位角。（x1�y1）是缓和曲线起点即直缓点在大
地坐标系中的坐标�c 为缓和曲线偏转参数。即得
到 XOY 坐标系中的微分关系式。

2　任意点 i坐标的方差和εσ模型

为求定以点1�2之间的任意一点 i 坐标的方
差�将由式（8）、（9）得到的微分关系式取加权平均

值�其权为1
S1i
和1

S2i
或1

l1i
、1
l2i

�可得

d〜x i

d〜y i
＝（1— r1）

d〜x′i

d〜y′i
＋ r1

d〜x″i

d〜y″i

＝（A— r1A＋ r1B）·dζ （11）

式中 r1＝ S1i

S12
�根据协方差传播律可得到

Di ＝
σ2

xi σxiyi

σxiyi σ2
yi

＝ （A— r1A＋ r1B）·

Dζ·（A— r1A＋ r1B）T （12）
式中σ2

xi和σ2
yi是 i 点坐标的方差。若以缓和曲线法

线方向上的中误差σθ表示误差带宽�因法线方向的

方位角为θ＝βi±π2 （βi 为曲线上 i 点的转折角�
也就是 i点处切线在X′BY′坐标系中的方位角）且有

uθ＝ cosθ·xi ＋sinθ·yi

所以

σ2
θ＝cos2θ·σ2

xi ＋sin2θ·σ2
yi

＋sin2θ·σxiyi （13）

　　称以σθ为误差带宽的模型为εσ带和εσ模型。

3　最大方向的εm 带宽模型

缓和曲线的法线方向的中误差εσ是 i 点中误

差曲线与缓和曲线之法线交点 Gθ至 i的距离�而 Gθ
也不是误差曲线上至缓和曲线的最大距离的点�设
距离最大的点为 Gφ�由 Gφ向缓和曲线作法线与曲

线交于 Gλ�以下是求解 GφGλ和 Gφ点的方法。
设 iGφ的方位角为φ�仍有

σ2
φ＝ cos2φ·σ2

xi ＋sin2φ·σ2
yi ＋sin2φ·σxiyi

（14）
此时�Gφ点的坐标为

xφ＝ xi ＋σφcosφ
yφ＝ yi ＋σφsinφ （15）

而过 Gλ点的法线方程为

ẋλ（x— xλ）＋ ẏλ（y— yλ） ＝0
其中

ẋλ＝ d xd l l＝ lλ
＝1— l4λ

8R2l20
＋ l8λ

384R4l40

ẏλ＝ d yd l l＝ lλ
＝ l2λ2Rl0— l6λ

48R3l30
＋ l10

λ
3840R5l50

因为（xφ�yφ）在法线上�故有
（xi — xλ＋σφcosφ）̇xλ＋（yi — yλ＋

σφsinφ）̇yλ＝0 （16）
设 GφGλ的距离为 Sφλ�有

S2
φλ＝ （xφ— xλ）2＋（yφ— yλ）2

＝（xi — xλ＋σφcosφ）2＋（yi — yλ＋σφsinφ）2

（17）
　　为了求得 Sφλ的最大值及相应的φ�将φ、σφ和

lλ作为参数�而将（14）、（16）式作为参数应满足的条
件�分别对φ、σφ、lλ取近似值φ0、σ0

φ和 l0λ�将（14）、
（16）式用泰勒级数展开�并仅取一次项得到线性化
的条件方程。

按求条件极值的方法并采用迭代求解可得到

φ0、σ0
φ和 l0λ的改正值δφ、δσφ和δlλ。进而可求得缓

和曲线最大误差的方位角φm 和 sφλ�并以 sφλ的最大
值表示缓和曲线的带宽�称之为εm 模型。

4　算例分析与讨论
应用以上所讨论的误差带模型和计算方法�进

行实例计算分析。参照文献［6］的起算数据�表1中
列出了缓和曲线上两点 Z1、Z2的坐标�以及对应的
坐标方差—协方差矩阵数据�同时假定量测距离 S1i

和 S2i的方差为5∙0m2（表2）。
分析以上的计算结果可知：
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（1）表3中列出了根据式（13）、（17）计算的缓和
曲线1—5上临界点（ r＝0．5）的εσ模型和εm 模型的

带宽值�以及所对应的误差椭圆参数。它们分别对
应了缓和曲线上两个端点误差的各种情况�例如：坐
标分量精度相等但不相关；精度不相等且不相关；精
度相等且相关；精度不等且相关；以及坐标点精度的
一般情况。从表3的计算结果可以看到�缓和曲线
4、5的εσ模型和εm 模型所得到的误差带宽值有明

显的差异�其差值约在0．6—0．8m之间。而对比表
2中缓和曲线1的εσ带和εm 带的计算值�可知其差
异不是很大�其差值仅在0—5∙5mm之间�这说明了

缓和曲线上的两个端点坐标的精度大小�以及各坐
标分量的相关情况及相关程度等对εσ带和εm 带的

差异有较大的影响。由此�也可以看出�曲线的εσ

带和εm 带模型在端点误差（大小、相关）不同的情况
下�其差异是不同的。因此�可以认为在一般的情况
下�εm 带模型是理论上更加严密的缓和曲线不确定

性模型�而且由于利用计算机进行数值解法�是完全
可以达到实用的。当然�当εσ带和εm 带模型之间

的差异不明显时（例如�端点坐标分量精度接近）�实
用上取εσ带来描述缓和曲线的误差实现起来更为

容易些。

表1　起始数据列表
Table1　Original data sets

曲线号
Z1 Z2

X1／m Y1／m σ2
x1／m2 σ2

y1／m2 σ2
x1y1／m2 X2／m Y2／m σ2

x2／m2 σ2
y2／m2 σ2

x2y2／m2

1 342．31 1319．69 18．91 18．91 0．00 586．72 1366．86 18．91 18．91 0．00
2 342．31 1319．69 18．91 8．71 0．00 586．72 1366．86 18．91 8．71 0．00
3 342．31 1319．69 18．91 18．91 8．83 586．72 1366．86 18．91 18．91 8．83
4 342．31 1319．69 18．91 8．71 8．83 586．72 1366．86 18．91 8．71 8．83
5 342．31 1319．69 17．30 10．32 9．58 586．72 1366．86 6．82 5．38 4．08

表2　缓和曲线1的误差参数与带宽计算结果
Table2　Results of error ellipse and error bands for curve no．1

σ2
s r σ2

xr
／m2 σ2

yr
／m2 σ2

xryr
／m2 Ar／m Br／m Φr εσ／m εm／m Δε／m

5．0 0．10 17．775 19．708 －0．506 4．453 4．201 103-48-20 4．2160 4．2179 0．0019
0．20 15．305 16．331 －0．448 4．062 3．891 110-33-12 3．9122 3．9139 0．0017
0．30 12．475 12．435 －0．195 3．731 3．528 97-42-57 3．5318 3．5319 0．0001
0．40 10．280 10．401 －0．010 3．526 3．206 90-16-32 3．2060 3．2062 0．0002
0．50 9．455 11．955 0．000 3．458 3．075 90-0-0 3．0749 3．0749 0．0000
0．60 10．289 12．425 －0．145 3．526 3．206 93-51-24 3．2076 3．2077 0．0001
0．70 12．545 13．821 －0．365 3．731 3．528 104-52-40 3．5419 3．5434 0．0015
0．80 15．505 16．132 －0．604 4．062 3．891 121-17-46 3．9376 3．9403 0．0027
0．90 18．135 19．347 －0．907 4．453 4．201 118-7-46 4．2586 4．2640 0．0054

　　∗Ar、Br、Φr分别为误差椭圆的长、短半轴和主轴方向�下同

表3　缓和曲线误差参数与误差带宽计算结果
Table3　Results of error ellipse and error bands for curves

曲线号 r σ2
xr
／m2 σ2

yr
／m2 σ2

xryr
／m2 Ar／m Br／m Φr εσ／m εm／m Δε／m

1 0．50 9．455 11．955 0．000 3．458 3．075 90-0-0 3．0749 3．0749 0．0
2 0．50 4．590 11．719 1．070 3．446 2．106 81-38-35 2．1425 2．3430 0．2005
3 0．50 7．602 13．808 －4．007 3．972 2．374 116-7-24 2．7572 3．1128 0．3556
4 0．50 2．737 13．573 －2．937 3．784 1．411 104-13-52 1．6545 2．4672 0．8127
5 0．50 2．589 9．866 －2．658 3．276 1．312 108-4-22 1．6090 2．2478 0．6388
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图2　直线、缓和曲线和圆曲线的不确定性模型的可视化
Fig．2　Visualization for Line�transition curve

and circular curve uncertainty
　　（2） 图2是由直线、圆曲线和缓和曲线组合而
成的一段曲线的不确定性模型的可视化�其中�假设
各个坐标的精度是相等且不相关�即：σ2

x ＝σ2
y ＝

15∙0m2�σxy＝0．0�同时假定量测距离的方差为5．0
m2。为了表达出这种区别�可视化图将原数据生成
的误差椭圆长、短半轴放大了2倍�若不考虑量测距
离误差的影响�只需令距离误差为0并代入模型中
计算即可。

5　结束语
本文通过推导缓和曲线上任意点坐标的方差并

求其加权平均值�建立了描述缓和曲线不确定性的
模型。导出了两种误差带模型：（a） 以缓和曲线法
线方向的中误差表示误差带宽的εσ模型�以及（b）
以最大方向误差表示带宽的εm 模型。通过实例计

算�说明了εσ模型和εm 模型的误差分布特点。以
往�特别是在描述直线元的不确定性时�通常采用法
线方向的中误差来表示其误差模型�即εσ模型。但
某些情况下�εσ和εm 模型差异较大�此时�采用εσ
模型不能严格表达其不确定性。在此情况下�应使
用εm 模型�从理论上讲�εm 是更加严密的缓和曲线

误差模型。
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Handling Uncertainties of Transition Curve Features in GIS
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Tongji University�Shanghai200092�China）

Abstract：　This paper presents two models for describing error of transition curve features based on error of points on the
curve．The error nature of such a curve depends on variance-covariance matrices of endpoints．The first error model is
based on root mean square error in normal direction of the transition curve．The second model is based on error in the
maximum direction of the curve．Theoretically�the error model of maximum direction is more rigorous for describing error
of transition curve lines．The error model of normal direction is a simplified model of the previous one and is widely used
in describing error of straight lines．
Key　words：　error model；GIS；transition curve feature
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